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Ecuaciones Diferenciales— 2° cuatrimestre 2015
ECUACION DEL CALOR

1. EIl marco
Estamos intentando resolver la ecuacién:

u—Au=0 (z,t) € R" x (0,00)
{ u(z,0) =g(xr) = eR™ (1)

Uno encuentra que la solucién esta dada (al menos formalmente) por u(x,t) = (g * ®(—,t))(z) donde ®
es la densidad de una variable aleatoria X ~ N(z,t). Entonces, usando que X,, = X donde X,, ~ N(z,1)
y X ~ &g uno llega al siguiente lema:

Lema 1.1 Sea u(z,t) la solucion de (1) dada antes, entonces se tiene que:
» Sige L®(R"™) yx es un punto de continuidad de g, entonces se tiene que limy o u(z,t) = g(x,t).
= Si g€ L*(R™) se tiene que limp g [lu(.,t) — 9l 2@ny = 0.

Demostraciéon Esto ya lo demostré Mauro hace varios dias.

Pero nos queda la duda de si la solucién propuesta es efectivamente una solucién, en ese marco tenemos:

Proposicién 1.2 Sea g € Cp(R™) entonces la funcion u dada antes cumple que:
n u € CP(R" x (0,00)),
wu—Au=0 (x,t) € R" x (0,00),
v limy a0, o u(x,t) = g(xo) Voo € R™.

Demostraciéon Es simple, ejercicio.

Ahora si se nos presenta un problema no homogeneo lo que vamos a hacer es aplicar el Principio de
Duhamel que nos dice que la solucién es superponer soluciones homogeneas asociadas. En particular esto
dice que:

Sea el problema

ug — Au = f(z) (z,t) € R" x (0, 00)
{ u(z,0) =0 x € R"™, (2)

entonces llamamos u(z,t; s) a la solucién de:

vy —Av=0 (z,t) € R™ x (0, 00)
{ v(z,s) = f(r,s) = e€R", (3)

para cada s fijo. Y la idea va a ser superponer las diferentes condiciones iniciales s! En efecto:
Observacién u(z,t) = fg u(z,t,s)ds es solucién de (2).

Demostracién Formalmente, tenemos que uy = u(z,t;t) + fg ut(x,t;8)ds = f(x,t) + fg Au(z,t;s)ds =
F(2,t) + Du(z, ).

Entonces si juntamos todo tenemos:
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Teorema 1.3 Sea g € Cy(R") y f € C2(R™ x (0,00)), entonces la funcién u : R™ x (0,00) — R dada por:

u(z,t) = (g*P(—,t))( /f*(I)—t—s)

verifica que:
1. u e C*YR" x (0,00)),
2. u es solucion de:
up — Au = f(z) (z,t) € R" x (0, 00) (@)
u(z,0) =g(z) xR,
3. limy a0y o u(z,t) = g(xo) Voo € R™.

Demostracién Ejercicio.

Por ende ya sabemos la existencia de solucién, como comentario no hay unicidad en ese dominio, por
ende nos queda analizar la unicidad en dominios acotados donde ya sabemos de la clase de Pau que tenemos
un resultado positivo. Mas atin recordemos que en el espacio libre tenemos unicidad para funciones “que no
crecen mucho”.

2. Meétodos de energia

Veamos un método que nos va a dar la dependencia paramétrica de la soluciéon y como corolario la
unicidad hacia atras.

Proposicién 2.1 Sea h € C(U) y sea u € C*Y(Ur) N C(9,U) una solucion de:

—Au=0 (z,t)eUr
uw=0 U x (0,T) (5)
u=~h U x {0}.

/zﬂda; < / h2dx Yt € [0,T).
U U

Demostracién Multipliquemos (5) por u es integremos en U, nos queda:

/uut—/uAu:O.
U U

Pero como uu; = %(uZ)t, y del otro lado podemos usar partes, tenemos que:

2
33 [+ [ IVl =

Y por ende 1 5 dt Uu < 0 por o que si llamamos e(t) = fU u? nos queda que é < 0 y por ende e(t) < e(0)
que es lo que queriamos probar. |

Entonces u verifica que:

Lo que nos da:

Corolario 2.2 Sea hi,hy € C(U) y sea ui,us € C**(Ur) N C(,U) una solucién de (5) respectivamente,
entonces se tiene que:

/ luy — ug|?dx < / |h1 — ho|*da ¥t € [0,T).
U U
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Demostracién Trivial. |

Corolario 2.3 FEziste a lo sumo una solucion del problema:

—Au=f (x,t) €Ur

u=g oU x (0,T) (6)
u=nh U x {0}.
Demostracién Si uq,uy son soluciones, entonces w := u; — ug verifica (5) con h = 0 y por ende ||w|| =0
lo que da, junto a la continuidad de w que u; = uo. |

Finalmente tenemos la unicidad hacia atrés:

Teorema 2.4 Sean uy,us € C’Z(UT) soluciones de:

u—Au=f (x,t) € Up (1)
u=g oU x (0,T).
Entonces si ui(x,T) = ug(x,T) Vx € U, entonces u; = ug en Up.
Demostracién Sea w = u; — ug y definamos la energia como e(t fU z,t)?dz entonces se tiene que
é(t) = =2 [, [Vw|*dz y é(t) = —4 [, Vw - Vwyda = 4 [, Awwyda = 4fU (Aw) 2alac
Por otro lado, como wlpy = 0 tenemos que [; [Vw|*dz = — [, wAwdz < ([, dex)%(fU (Aw)de)%.

Donde la ultima desigualdad es Holder.
Juntando todo tenemos que:

(6)? < e(t)é. (8)

Sea f(t) = log(e(t)), entonces por (8) tenemos que f > 0y f es convexa. Ahora supongamos que
3[t1,t2] C [0,T] tal que el 4,) > 0, entonces:

F(A =7ty +7t2) < (1 —7)f(t1) +7f(t2),

por lo que:
e((1 =7t + 7ta) < e(t1)Me(ta).

Y por ende e[y, 4, =0. |1

3. Movimiento Browniano

Notemos que la solucién de (1) en n = 1 era u(x,t) = — [ &( = E(¢(Xy)) donde X; ~

(27t)2
N(z,t). Es mas Pablo les mostré que si partimos de un paseo al azar simétrico uno obtiene . el limite”la

ecuacién del calor! Pero entonces, que seria el limite del paseo al azar? Sabemos por lo anterior que tiene
que ver con la normal!
Ganemos intuicién: Sea P, = Y1 ; X; donde X; ~ Be_1,1(3) el paseo al azar simétrico, entonces es

claro que E(P,) =0y Var(P,) = n. Sea ahora k > 0 y t tal que n = tk y sea By(t) = i1

ahora las X; ~ Be_1 1. Es facil ver que al ser un escalamiento por k y dividir po
kk

esperanzas y varianzas. La idea es que si k — oo ver que {By(t)} = {B(t)} como proceso estocastico, y
adema&s que tenga caminos continuos. Es facil ver que, como los cumplen los paseos al azar, este proceso
limite debe cumplir que:

» {B(t)} debe ser continuo, ie: fijado w € Omega entonces B(t,w) es una funcién continua.

» B(t) — B(s) debe tener una distribucién que solo dependa de t — s.
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» Sit<s<r<qentonces B(s) — B(t) es independiente de B(q) — B(r).

= Como % — t debe pasar que E(B(t)) =0y Var(B(t)) =t.

» Finalmente por el teorema central del limite se debe dar que B(t) ~ N(0,t).

Llamamos a un proceso estocastico Movimiento Browniano si cumple todas esas caracteristicas. Es
importante notar que este limite es como proceso (o a mi gusto como convergencia débil de medidas de
probabilidad). Un montén de interrogantes serian en que espacio esta definido este proceso, a que filtracién
de sigma algebras esta asociado... Para todo esto esta Teoria de Probabilidades donde no se chamuya como
acd. Linda demo de existencia: Evans copado. Lindo libro genial para ver todo bien bien, Convergence of
probability Measures.

Notemos que como caso particular, si llamamos wf = = + w¢ con w; un MB, entonces se tiene que

E((uf)) cumple (1)!

3.1. Procesos de Markov

Una propiedad genial del MB que ayuda siempre es que wt+s|{wu,u§ sws=z} ~ Wi . Esto es decir que saber
la probabilidad en tiempo ¢ + s sabiendo la historia del proceso hasta s y sabiendo donde termino en s en
lo mismo que la probabilidad del proceso en ¢t arrancando en x. Llamamos un proceso de Markov al proceso
que cumple eso. Sea el semigrupo P := {P;,t > 0} asociado a un proceso de Markov {&, ¢ > 0} dado por:

Fip(x) = E(¢(&))-
Es claro que P ~ B(R).

Proposicion 3.1 P, = Pso P;.
Demostracion
Prysp(x) = E(o(&ys)) = E(BE(D(E6)IE0 » u < s)) = E(Po(ES)) = Ps(Ped) ().
i

Definimos el generador infinitesimal de & como:

Ap = lim ho-¢
t\0 t

Teorema 3.2 Para ¢ € D(A) N B(R) tenemos que u(x,t) = (Pi¢p)(x) resuelve:

u = Au
{ u(0,.) = ¢. (10)

Demostracién Notemos primero que u(0,z) = E(¢(£5)) = E(¢(z)) = ¢(z). Ademas:

w = lim Piin¢ — Po ~ Ym Ph(PtGZZ - P¢ _

o h A A(P(9)) = Au.

i
Teorema 3.3 El generador del MB es A = %A.

Demostracién Hace falta definir el calculo estocéastico y lo que es la integral de Ito respecto a un movimien-
to browniano. |



